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Résumé
Aujourd’hui, tous les modeleurs géométriques de CFAO fournissent des outils pour la modélisation géo-
métrique avec des contraintes. Historiquement, les contraintes géométriques en 3D ont été représentées
avec des équations, et les problèmes irréductibles ont été résolus avec une variante de la méthode de
Newton, ou avec la méthode d’intersection des lieux. Cet article propose de remplacer les équations
par des procédures. Le modeleur appelle le solveur, qui peut appeler toutes les procédures du modeleur.
À leur tour, les procédures peuvent appeler le solveur pour les sous-problèmes. Cette approche rend
possibles des choses impossibles auparavant et elle facilite la spécification des contraintes de CFAO
sur les formes composites avec des formats hétérogènes. Le calcul de valeurs précises pour les dérivées
est toujours possible. L’utilisation d’outils pour corriger et décomposer des systèmes en sous-systèmes
ou pour exploiter la faible densité est toujours possible. Il est toujours possible d’utiliser des solveurs
numériques de pointe et de profiter de la faible densité. Cet article présente les avantages de cette
approche, ses inconvénients, les problèmes posés et sa mise en œuvre.

Cet article propose de représenter les contraintes
avec des procédures, au lieu d’équations, chaque fois
que cela est possible. §1 présente le sujet. §2.1 présente
des méthodes existantes pour résoudre des contraintes
géométriques. §2.2 présente des méthodes existantes
pour le débogage, la décomposition et l’exploitation
du caractère creux des systèmes d’équations. §2.3 pré-
sente les procédures existantes pouvant être appelées
par le solveur. §3 présente les avantages de cette ap-
proche, ses inconvénients, les problèmes posés. §3.1
présente les avantages, 3.2 présente les inconvénients,
3.3 présente les questions posées. §4 présente une im-
plémentation. §5 conclut.

1. Introduction

Cette section présente les grandes lignes. Aujour-
d’hui, tous les modeleurs géométriques fournissent
des outils pour la modélisation géométrique avec des
contraintes [HJA05]. §2.1 présente des méthodes stan-
dard pour résoudre les contraintes géométriques. §2.2
présente des méthodes standard pour l’étude quali-
tative des contraintes géométriques. La plupart du

temps, les systèmes élémentaires de contraintes 3D
sont traduits en systèmes d’équations non linéaires,
qui sont résolus avec une méthode numérique itéra-
tive, comme une variante de la méthode de Newton.

Cet article propose de remplacer les équations par
des procédures, fournies par le modeleur (ou les mo-
deleurs). Nous utilisons le mot «procédure» pour évi-
ter l’ambiguïté du mot «fonction», tous deux utilisés
en informatique et en mathématiques. Les procédures
(§2.3) reçoivent des valeurs connues (par exemple les
vecteurs de valeurs numériques) ; elles calculent des
fonctions mathématiques.

Le premier argument, et le plus fort, pour remplacer
les équations par des procédures est que les procédures
sont définitivement plus pratiques et plus puissantes
que les équations. Les modeleurs géométriques sur le
marché fournissent des procédures efficaces pour gé-
nérer des formes, et pour interroger des formes et des
ensembles de formes (appelés assemblages ou scènes).
Par exemple, une procédure d’interrogation typique
calcule d’une manière efficace le point d’une forme
donnée S le plus proche (ou le le plus loin) d’un point
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donné p. Cette procédure peut utiliser des GPU ou des
structures de données d’accélération : octrees, BSP
arbres, kd-arbres. Supposons maintenant que S est
inconnue, car ses paramètres de génération sont in-
connus. Supposons aussi qu’un point X soit dans S si
S(X,Y ) = 0 pour un système S. Pour trouver le point
X de S le plus proche de p, nous pouvons résoudre le
problème d’optimisation : min ||X−p||2, S(X,Y ) = 0,
ou nous pouvons résoudre le système Lagrangien asso-
cié et sélectionner la racine pertinente. En pratique, si
un solveur de type Newton est utilisé, il devrait com-
mencer suffisamment près de la racine attendue. Ce-
pendant, il existe une meilleure méthode. Lorsqu’un
solveur itératif numérique est utilisé, il fournit des va-
leurs numériques (certes approximatives) pour les va-
riables inconnues (en réalité, modifiables) X et Y à
chaque étape. A l’initialisation, X0, Y 0 sont lus sur
l’esquisse. Et donc, il est bel et bien possible d’uti-
liser les procédures du modeleur même lorsque S est
inconnu (en fait, connu mais modifiable). Il serait mal-
adroit de ne pas utiliser ces procédures.

Un deuxième argument pour remplacer les équa-
tions par des procédures est que les équations ne sont
pas disponibles dans certains cas. C’est vrai pour des
formes comme les surfaces de subdivision et les frac-
tales, qui n’ont pas d’équation mais sont le résultat de
procédures. C’est vrai quand il s’agit de surfaces de
forme libre souvent obtenues fastidieusement à par-
tir de fonctions de modélisation assez sophistiquées
(par exemple extrusion, lissage, mélange). Ceci est vrai
lorsque l’on spécifie des contraintes sur des grandeurs
mécaniques telles que la contrainte de Von Mises qui
résulte d’une simulation complexe d’éléments finis. Un
autre exemple d’optimisation de forme est la forme
d’une aube de turbine : elle est le résultat d’un pro-
cessus d’optimisation complexe qui vise au meilleur
compromis entre notamment ses performances aéro-
dynamiques et mécaniques.

Représenter des contraintes avec des procédures au
lieu d’équations a de nombreux avantages (§3.1) et
peu d’inconvénients (§3.2). §3.3 répond positivement
à la question : est-il encore possible d’utiliser les mé-
thodes standard existantes pour corriger, décomposer
et résoudre avec cette représentation des contraintes ?

2. Méthodes standard pour les contraintes
géométriques

Cette section résume les méthodes standard pour
traiter les contraintes géométriques et pour l’étude
qualitative des contraintes [HJA05]. Les contraintes
sont représentées par des équations.

2.1. Résoudre les contraintes géométriques

Dans les problèmes géométriques euclidiens 2D
classiques solubles à la règle et au compas comme
le problème emblématique d’Appolonius, et les pro-
blèmes 3D dans la géométrie descriptive de Monge,
les contraintes géométriques sont des incidences, des
tangences, des distances ou des angles concernant des
points, des droites, des cercles ou des coniques en 2D,
ainsi que des plans, des sphères ou des quadriques
en 3D (pas d’objets composites !). Ces problèmes sont
directement traduits en systèmes d’équations polyno-
miales [DH00].

Les systèmes polynomiaux sont bien connus. De
nombreuses méthodes de résolution sont disponibles.

Les solveurs géométriques, ou solveurs construc-
tifs, décomposent le système de contraintes géomé-
triques en sous-problèmes élémentaires, les résolvent
et assemblent des solutions. En 2D, la décomposi-
tion peut être faite en utilisant des règles activées
par le moteur d’inférence de certains systèmes ex-
perts [RSV89, VSR92], ou en utilisant des graphes,
décomposés par une méthode ascendante ou descen-
dante [JTNM06], ou en utilisant la méthode du té-
moin [MF09]. Il y a souvent une formule pour ré-
soudre les sous-problèmes élémentaires (par exemple
les triangles définis modulo les isométries (DMI)
par trois contraintes, les quadrilatères DMI par cinq
contraintes, les hexagones DMI par six contraintes).
En 3D, les sous-problèmes élémentaires sont beaucoup
plus nombreux et difficiles, donc d’autres méthodes de
résolution sont nécessaires.

De nombreux problèmes spatiaux élémentaires
peuvent être résolus avec la méthode d’intersection
des lieux (LIM) : le principe est de supprimer une
contrainte bien choisie, pour que l’ensemble des solu-
tions devienne une courbe, qui est suivie ou échan-
tillonnée jusqu’à ce que la contrainte supprimée soit
satisfaite [GHY04, FS08, IMS11, ISM14, IMS15]. Les
solveurs géométriques, ou solveurs constructifs, et LIM
n’ont pas seulement besoin des équations, mais aussi
des contraintes géométriques.

Le calcul formel [Kon92] résout exactement les sys-
tèmes polynomiaux, avec les bases de Groebner, ou la
méthode de Wu-Ritt, etc. Le calcul formel fonctionne
en temps au moins exponentiel. Il est utilisé dans les
logiciels pédagogiques de géométrie dynamique. Il est
rarement utilisé en CFAO [Kon92]. Le calcul formel re-
pose sur des expressions symboliques d’équations po-
lynomiales. Il peut simplifier ou résoudre des équations
non polynomiales (par exemple utilisant des fonctions
transcendantales) mais pas de manière garantie.

L’analyse d’intervalle [Jau01] peut isoler chaque ra-
cine régulière dans une boîte initiale donnée. Elle est
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utilisée en robotique pour prouver que certains méca-
nismes sont corrects : ils ne peuvent pas se coincer ou
se casser. L’analyse d’intervalle nécessite les équations
pour contenir l’inflation des intervalles (effet envelop-
pant, "wrapping effect").

Les méthodes homotopiques [SWI05, DH00]
trouvent toutes les racines réelles (ou complexes) des
systèmes polynomiaux, et leur coût par racine est en
temps polynomial. Les équations polynomiales sont
nécessaires. L’homotopie est utilisée en robotique
[SWI05]. L’homotopie peut aussi être utilisée comme
une variante de la méthode de Newton amortie, et
appartient alors à la classe suivante des méthodes
itératives numériques ; dans ce cas, les équations
peuvent être remplacées par des procédures.

De nombreuses méthodes itératives numériques sont
fréquemment utilisées pour résoudre des systèmes
d’équations non linéaires (éventuellement non polyno-
miales) : Newton ou Newton-Raphson, Newton amorti
ou homotopie, et des optimiseurs tels que : Levenberg-
Marquardt (LM) [GCG99a], la méthode de Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) ou sa variante avec
mémoire limitée (lm-BFGS), Hooke-Jeeves (HJ), la
méthode du simplexe de Nelder-Mead (NMS) ou la
méthode du simplexe de Torczon (TS). Pour résoudre
F (X) = 0, les optimiseurs minimisent généralement
la norme du résidu ||F (X)||22. Ces méthodes fonc-
tionnent ausii bien avec des équations que des procé-
dures, comme l’implantation en §4 le prouve. Un inté-
rêt des solveurs de Newton généralisés (en utilisant la
résolution des moindres carrés) et des optimiseurs est
qu’ils peuvent résoudre des problèmes sur-contraints.
Ceci se produit, par exemple, pour calculer le point
d’intersection de trois cercles ou de trois courbes en
2D. La sur-contrainte n’est pas toujours une erreur :
elle peut être utilisée pour éviter les racines parasites.
Les solveurs et les optimiseurs de Newton générali-
sés peuvent également résoudre des problèmes sous-
contraints.

Les méthodes itératives numériques nécessitent un
point de départ X0, appelé esquisse ou croquis en
CFAO. L’esquisse est soit fournie par les utilisateurs
(ingénieurs ou concepteurs) avec une interface gra-
phique interactive, soit donnée par une version précé-
dente du produit en cours de conception ou de modéli-
sation, soit est le résultat d’un algorithme. En CFAO,
à chaque étape d’une méthode itérative numérique,
il est possible de visualiser l’état actuel de la figure.
Elle est généralement comprise par les utilisateurs, qui
peuvent vérifier que le solveur ne s’égare pas, et qui
peuvent piloter le solveur. De plus, de nombreux ou-
tils interactifs permettent aux utilisateurs de détec-
ter et de corriger les erreurs, comme les conflits entre

les contraintes. De tels outils d’étude qualitative des
contraintes sont essentiels.

Les contraintes strictement géométriques ne sont
pas suffisantes pour la CFAO. Ainsi, à la fin des
années 90, Hoffmann et al [HJA97], et Joan-Arinyo
[JASR99] ont proposé une méthode hybride. L’idée est
de combiner un solveur géométrique 2D et un solveur
équationnel. Le solveur géométrique utilise l’approche
constructive déjà mentionnée. Il est insuffisant en 3D,
mais il peut être remplacé par LIM. Ainsi, au moins
en principe, cette méthode hybride s’étend en 3D. Elle
repose elle aussi sur des équations.

BFGS et lm-BFGS résolvent des problèmes d’op-
timisation non contraints. Byrd et al [BLNZ94] pro-
posent une variante pour résoudre des problèmes d’op-
timisation contraints comme : minG(X) avec L ≤
F (X) ≤ U .

2.2. Outils existants pour l’étude qualitative

Il est essentiel de fournir aux utilisateurs des outils
pour détecter les erreurs dans les contraintes et les cor-
riger, pour décomposer les systèmes en sous-systèmes,
et pour exploiter le caractère creux afin d’accélérer
la résolution. C’est l’étude qualitative des contraintes.
Nous mentionnons trois types d’outils.

Les méthodes du premier type appellent le solveur.
Nous les appelons des protocoles. De nombreux pro-
tocoles ont été proposés afin de détecter des sous-
systèmes contradictoires. Rappelons qu’un système
trop contraint peut être contradictoire ou redondant.
Voici un exemple d’un tel protocole : partir d’une fi-
gure proche de la solution attendue, et prendre en
compte les contraintes (i.e., résoudre) incrémentale-
ment. Soit Ek la première contrainte non satisfaite.
Alors C = {E1, . . . Ek} est contradictoire. Retirer en-
suite de C toute contrainte Ei telle que C − Ei n’est
toujours pas satisfiable. Ce protocole donne le plus
petit sous-système contradictoire et peut être utilisé
lorsque les équations ne sont pas disponibles. Ce pro-
tocole utilise des propriétés combinatoires d’ensembles
de contraintes dépendants / indépendants, qui sont
formalisées par la théorie des matroïdes.

Les deux autres types d’outils n’appellent pas le sol-
veur.

Le second type est un ensemble de mé-
thodes combinatoires (ou structurelles)
[Owe91, Ser91, Hen92, JTNM06] qui considèrent
divers graphes. Par simplicité, cet article ne consi-
dère que le graphe biparti [Ser91, Hen92]. C’est un
graphe biparti reliant des équations (maintenant des
contraintes procédurales) et des inconnues (main-
tenant des variables modifiables). Les méthodes
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combinatoires s’appuient sur la théorie du couplage
(Matching Theory) [LP09]. Elles calculent le couplage
maximal (en cardinalité) dans le graphe biparti.
Elles détectent les parties structurellement sous-, sur-
et bien-contraintes, et les parties structurellement
sous-, sur- et bien-contraints modulo les isométries
(éventuellement, modulo les similitudes). Dans les
deux cas, la partie bien-contrainte se décompose
en parties structurellement irréductibles. Ces outils
peuvent toujours être utilisés lorsque les contraintes
sont représentées par des procédures plutôt que par
des équations. §4.4 explique comment construire
le graphe biparti, à partir des procédures, plus
préciséement de leur signature. Mais les méthodes
combinatoires sont limitées : elles ne détectent que
les conflits structurels. De plus une caractérisation
combinatoire de la rigidité (bien-contraint modulo les
isometries) est encore inconnue pour les contraintes
géométriques générales et son existence est douteuse.
La caractérisation combinatoire de la rigidité est le
sujet de la théorie de la rigidité. Cette dernière ne
considère que les distances génériques point-point, ce
qui est insuffisant pour la CFAO. Le prochain type
de méthodes n’a pas ces limitations.

Le troisième et dernier type d’outils est la mé-
thode du témoin (witness) [MF09] et ses variantes
[TSM+11, MMS14, HKP17]. Le principe de ces mé-
thodes est le suivant : supposons que nous voulons
résoudre F (U,X) = U − UT = 0, où U sont des noms
de valeurs de paramètres (non modifiables), UT est la
valeur de U (T pour target, ou cible), X sont des noms
de variables inconnues (modifiables). Un témoin est un
couple UW , XW tel que UW et XW sont des vecteurs
de valeurs numériques et tels que F (UW , XW ) = 0.
En outre, on suppose que le témoin est typique de (ou
même très proche [HKP17] de) la cible, afin que le té-
moin et la cible partagent les mêmes propriétés com-
binatoires. Plus précisément, les rangs de chaque mi-
neur dans le Jacobien, connu, du témoin F ′(UW , XW )
et dans le Jacobien, inconnu, de la cible F ′(UT , XT )
(F ′(UT , XT ) est inconnu car les valeurs exactes de
XT sont inconnues) sont égaux. Sous des hypothèses
bien choisies de typicalité et d’exactitude (par sim-
plicité, il n’y a pas d’imprécision numérique), la mé-
thode du témoin détecte toutes les dépendances entre
les contraintes : elle est plus puissante que les mé-
thodes structurelles. En pratique, les utilisateurs sont
chargés de décider si le témoin est typique de la cible :
par exemple, un triangle plat (respectivement un po-
lyèdre plat) n’est pas typique d’un triangle (respec-
tivement d’un polyèdre), et cette hypothèse ne pose
pas de problème. L’hypothèse simplificatrice d’exacti-
tude est irréaliste et plus problématique, mais Hao Hu
et al [HKP17] ont récemment proposé des outils pour
prendre en compte l’inévitable imprécision numérique,

lors de l’utilisation de la méthode du témoin pour la
modélisation de courbes et de surfaces de forme libre.

Tous ces outils peuvent toujours être utilisés lorsque
les contraintes sont représentées avec des procé-
dures plutôt qu’avec des équations. §4.4 explique la
construction du graphe biparti. §4.5 explique comment
la méthode du témoin peut être utilisée.

2.3. Procédures pouvant être appelées par le
solveur

Dans toutes les procédures, les variables, également
appelées arguments ou paramètres, sont des noms de
valeurs connues. Dans les équations, les variables sont
des noms d’inconnues, qui n’ont aucune valeur.

Les procédures les plus simples calculent des fonc-
tions simples comme min(a, b), max(a, b), |a|. En fait,
il n’y a pas de système polynomial pour caractériser
x = min(a, b) pour les paramètres réels a et b. En
d’autres termes, il n’y a pas de système polynomial
tel que sa seule racine est x = min(a, b). En effet, il
y a toujours des racines parasites (ici, max(a, b)). La
même chose vaut pour x = max(a, b), pour x = |a|,
pour x = sgn(a) où sgn est le signe de a : sgn(0) := 0
et sgn(a) := |a|/a. Remarquez que toutes ces fonctions
sont équivalentes : l’une suffit à définir les autres.

Un exemple 1D géométrique où ces fonctions sont
nécessaires est la distance signée de a ∈ R au segment
[−1, 1], qui est |a| − 1. Un autre exemple est quand la
racine la plus petite (ou la plus grande) est nécessaire,
pour résoudre un problème d’optimisation qui ne peut
pas être résolu par des procédures.

D’autres procédures simples et pra-
tiques calculent les fonctions transcendantes
exp, log, cos, sin, tan, arctan, etc. Elles sont néces-
saires pour les hélices ou les spirales.

Le modeleur géométrique fournit de nombreuses
procédures sophistiquées, pour le calcul des maillages,
surfaces, NURBS, BRep, CSG, etc, pour l’ingénierie
inverse, pour effectuer des simulations physiques, pour
générer des commandes d’usinage, etc.

Il est pratique de distinguer les procédures de gé-
nération et les procédures d’interrogation. Les procé-
dures de génération retournent des formes : structures
de données pour les maillages, NURBS, arbres CSG,
assemblages, scènes, etc. Le degré, la taille, la com-
plexité d’une forme (par exemple, le nombre de som-
mets, les arêtes, les triangles d’un maillage et la to-
pologie du maillage) peuvent varier avec les valeurs
des paramètres de la procédure de génération. Ainsi,
la complexité d’une forme peut changer pendant la ré-
solution d’une itération à l’autre. Les équations n’ont
pas une telle flexibilité. Les procédures d’interrogation



DM, JPP, MD, SF / Contraintes : équations ou procédures ? 5

calculent des propriétés de la forme, comme la plus
petite ou la plus grande distance entre deux formes
données.

3. Avantages, inconvénients, problèmes

3.1. Avantages

Il était impossible de contraindre les surfaces de
sudivision ou les fractales par des équations, car
elles n’en ont pas, aussi des méthodes spécifiques
étaient-elles nécessaires pour elles ; la représentation
des contraintes par des procédures rend cela possible,
en supposant que les procédures du modeleur s’ap-
pliquent aux surfaces de sudivision et aux fractales.

Il devient facile de gérer et de contraindre des géo-
métries hétérogènes, comme les surfaces de subdi-
vision, des maillages, des carreaux de NURBS res-
treints, des formes analytiques (quadriques, tores)
[GFM+16a], e.g., pour imposer des contraintes de
continuité G le long de surfaces contiguës de types
différents comme les surfaces NURBS et de subdivi-
sion.

L’utilisation de procédures évite également de ré-
soudre inutilement des problèmes d’optimisation : par
exemple, le calcul d’une distance la plus courte ou la
plus grande est effectué par une procédure d’un mo-
deleur. Ainsi, cela évite également les problèmes d’op-
timisation imbriqués, difficiles à gérer.

Un autre avantage est qu’il devient possible de spé-
cifier des contraintes sur les figures composites parce
que les procédures des modeleurs gèrent de telles fi-
gures. Une figure composite est composée de plusieurs
parties, avec des dimensions topologiques différentes :
points, segments ou morceaux de courbes, morceaux
de surfaces, morceaux de volumes. Un segment est
l’objet composite le plus simple. Un maillage ou une
BRep sont des objets composites. En passant, les pro-
blèmes géométriques classiques (comme le problème
d’Appolonius) ne considèrent jamais les objets compo-
sites, car il n’y a plus de constructions géométriques à
la règle et au compas. En CFAO, les objets composites
sont essentiels : les formes, assemblages et scènes de
la CFAO sont toujours des objets composites.

Nous expliquons maintenant pourquoi il est impos-
sible, ou difficile, de spécifier des contraintes sur des fi-
gures composites avec des équations. S’il est simple de
poser un système d’équations équivalent à : A(X) = 0
et B(X) = 0 (c’est juste A(X) = B(X) = 0), il est
plus problématique de poser un système d’équations
équivalent à : A(X) = 0 ou B(X) = 0, ce qui est né-
cessaire pour calculer la distance d’un point donné à
une figure composée, ou de manière équivalente, pour
calculer quel point de la partie de la figure composite

Figure 1: Généralisation du problème d’Appolonius
à trois objets arbitraires. La figure montre les trois
premières itérations de BFGS. Elles suffisent pour
converger visuellement vers une solution.

est le plus proche du point donné. On peut penser à
||A(X)|| × ||B(X)|| = 0, mais le risque est élevé pour
le solveur itératif d’être piégé par une racine para-
site (un maximum local) ou par un minimum local.
Il y a aussi un problème combinatoire, comme dans le
problème SAT (satisfaction de contraintes booléennes)
ou la programmation linéaire (quelles variables sont
nulles ?). En comparaison, une procédure trouve le ré-
sultat exact et est bien plus rapide.

Le recours à des procédures évite les inconvénients
des systèmes d’équations non linéaires : il y a un
nombre exponentiel de racines mais seules les racines
réelles proches de l’esquisse sont pertinentes. Il n’y a
pas de système polynomial caractérisant x = min(a, b)
où a et b sont des paramètres réels. Idem pour x =
max(a, b), pour x = |a|, car il y a toujours des ra-
cines parasites. Pire, certains problèmes géométriques
ont des continuums de solutions parasites, dégénérées,
(par exemple des solutions plates au lieu de solutions
3D), et des méthodes de déflation sont nécessaires.

La mise en œuvre de l’approche proposée ne né-
cessite pas le développement d’un nouveau modeleur,
contrairement au projet DECO [GFM+16a].

Un autre avantage est que le solveur peut utiliser
un grand nombre de procédures géométriques très so-
phistiquées et efficaces disponibles dans le modeleur,
ou dans le logiciel PDP. Quelques exemples de telles
procédures sont les calculs de distances, les distances
les plus éloignées, les profondeurs d’interpénétration,
les boîtes englobantes, les volumes, les intersections,
les opérations booléennes entre les solides, le mélange,
le filetage, le maillage, la reconstruction, etc. Dans
l’approche classique, la contrainte de distance ne peut
concerner que deux éléments simples (points, droites
ou plans), alors qu’avec des contraintes procédurales,
cette contrainte peut concerner des formes composites
complexes comme des assemblages. La figure 1 montre
la généralisation à trois objets arbitraires du problème
d’Appolonius qui consiste à trouver le cercle tangent à
trois cercles donnés. Les contraintes procédurales per-
mettent de généraliser à trois objets arbitraires, en ré-



6 DM, JPP, MD, SF / Contraintes : équations ou procédures ?

solvant avec BFGS ou n’importe quelle autre méthode
numérique itérative : dA(x, y) − R = dB(x, y) − R =
dC(x, y) − R = 0. La procédure dA(x, y) calcule la
distance du point (x, y) à l’objet A, alors que x, y et
R sont les inconnues. Il est possible de généraliser en
utilisant les plus grandes distances DA, DB , DC et en
résolvant : (dA(x, y)−R)(DA(x, y)−R) = (dB(x, y)−
R)(DB(x, y)−R) = (dC(x, y)−R)(DC(x, y)−R) = 0.

L’intégration d’un solveur de contraintes procédu-
rales dans un modeleur paramétrique existant, tel que
FreeCAD [Frea] et FreeSHIP [Freb] pour la CFAO,
ou Blender [Ble] pour l’infographie, apporte plusieurs
avantages pour un faible coût, tels que : i) amélio-
rer les fonctionnalités du modeleur, (ii) ouvrir plus de
possibilités au modeleur en termes de formulation et
de résolution de contraintes, (iii) simplifier le solveur
ainsi que le modeleur en termes de fonctionnalités et
d’utilisation.

3.2. Inconvénients

Cette section présente les inconvénients de représen-
ter les contraintes par des procédures. Un indéniable
inconvénient est que le calcul formel ne peut plus être
utilisé. Par exemple, la méthode de Buchberger consi-
dère les équations comme des règles de réécriture :
x2 − 2 = 0 est converti en la règle : x2 → 2. Ce n’est
plus possible lorsque les équations ne sont pas dis-
ponibles (en supposant qu’elles soient polynomiales).
De même, l’analyse d’intervalles [Jau01] ne peut plus
être utilisée. L’arithmétique d’intervallee peut tou-
jours être utilisée. Cependant, il est difficile de conte-
nir l’inflation des intervalles lorsque les équations ne
sont pas disponibles. Dans ce contexte, l’arithmétique
par intervalles ne peut donc être utilisée que pour des
intervalles initialement fins, par exemple pour le calcul
des tolérances.

Pour éviter un malentendu possible, remarquez que
les procédures du modeleur peuvent toujours utiliser
et appeler des solveurs de subdivision [EK01, FM12],
typiquement pour résoudre des sous-problèmes géo-
métriques impliquant des courbes, surfaces ou vo-
lumes de forme libre. Fondamentalement, les procé-
dures ont seulement besoin de connaître les valeurs nu-
mériques des coordonnées des points de contrôle, afin
d’appeler les solveurs de subdivision. Les solveurs de
subdivision s’appuient sur les propriétés géométriques
bien connues des bases de Bernstein et des bases de
splines, comme la propriété de l’enveloppe convexe et
la propriété de diminution de la variation. Pour les
mêmes raisons, les procédures peuvent également uti-
liser l’analyse par intervalles pour résoudre des sous-
problèmes géométriques.

Un autre inconvénient est dû aux fonctions non

analytiques (splines, NURBS, min,max, |.|, fonctions
utilisant les branchements if-then-else). Ces fonc-
tions sont non polynomiales. Elles sont essentielles en
CFAO : il n’est pas possible de ne pas les prendre
en compte. Les procédures les gèrent directement,
contrairement aux équations. Mais l’utilisation de
fonctions non analytiques a deux conséquences. Seule
la seconde est vraiment un inconvénient.

Première conséquence, le problème de la dépen-
dance d’une fonction non analytique à une variable
(est-ce que Fl(X) dépend de Xc ?) est indécidable. Le
problème est décidable de manière probabiliste pour
les fonctions analytiques, mais est coûteux en temps.
Aussi, la meilleure solution est-elle que le modeleur
informe le solveur des dépendances, autrement dit
quelles entrées dans le jacobien ne sont pas structurel-
lement nulles. Appelons cette information les données
de parcimonie ou le graphe biparti. Il s’agit du graphe
biparti classique reliant les équations (maintenant les
procédures) et les inconnues (maintenant les variables
modifiables). Ce graphe est utilisé pour détecter la
partie structurellement sur-, sous- et bien-contrainte,
et les sous-systèmes irréductibles bien contraints dans
la partie bien contrainte. Les méthodes de l’algèbre
linéaire creuse s’appuient également sur ce graphe
[Kho12]. Aujourd’hui, l’interface de certains solveurs
ou optimiseurs non linéaires ne tient pas compte des
données de parcimonie. En supposant que ces données
sont disponibles, il est toujours possible (§4.5) d’ex-
ploiter le caractère creux des systèmes de contraintes
en CFAO, i.e., le fait que les résultats des procédures
ne dépendent pas de toutes les variables inconnues (ou
plutôt connues mais modifiables).

Deuxième conséquence, les solveurs homotopiques
qui trouvent toutes les racines des systèmes polyno-
miaux ne sont plus utilisables, pour deux raisons :
premièrement, les équations ne sont plus disponibles,
et deuxièmement, même si elles l’étaient, les fonctions
calculées par les procédures sont non analytiques, donc
non polynomiales, donc la théorie mathématique de
l’homotopie ne s’applique plus. Par exemple, le théo-
rème fondamental de l’algèbre (un polynôme de degré
d a d des racines réelles ou complexes, ou encore C est
un champ algébriquement clos) ne s’applique pas aux
polynômes par morceaux.

3.3. Sur l’utilisation des anciennes méthodes

Une question naturelle est : peut-on continuer à
utiliser les mêmes méthodes quand les contraintes
sont représentées par des procédures, et non plus par
des équations ? §3.3.1 considère le calcul des dérivées.
§3.3.2 considère l’étude qualitative. §4 présente une
implémentation qui montre que résoudre avec des pro-
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cédures est aussi rapide que de résoudre avec des équa-
tions.

3.3.1. Le problème du calcul des dérivées

Un inconvénient apparent de préférer les procédures
aux équations semble être que, puisque l’expression du
côté gauche (LHS) des équations n’est plus disponible,
il est impossible de calculer l’expression symbolique
des dérivées (i.e., si f(x) = x2, alors f ′(x) = 2x). Il
est encore possible de calculer numériquement des dif-
férences finies, mais cela peut être trop imprécis, en
particulier pour la méthode du témoin (qui calcule les
rangs des mineurs des jacobiens). Il est encore possible
d’utiliser la dérivation symbolique (à la compilation),
mais cette dernière a des limitations, pour les instruc-
tions if-then-else, pour les boucles, pour la récursion,
pour min,max, |.|, etc., et n’est pas facile à utiliser.
Un résultat significatif, en §4.6 est que la dérivation
automatique (à l’exécution), avec l’arithmétique des
nombres duaux (ou infinitésimaux) [MF09, Fis17], cal-
cule des valeurs précises (avec la précision de l’arith-
métique à virgule flottante) des dérivées en un point
donné (f ′(3) = 6 si f(x) = x2). Par exemple, si une
forme dépend, d’un petit nombre n = 6 de paramètres
U = (u1, . . . un), une simulation par éléments finis uti-
lisant l’arithmétique des nombres duaux et calculant
une performance p(u1, u2, . . . un) calcule automatique-
ment, en même temps, p(U) et toutes ses dérivées, i.e.,
le vecteur gradient ∇p = (∂p/∂ui(U)), ce qui per-
met de calculer la valeur optimale U∗ qui maximise la
performance. Même si la procédure calculant la per-
formance p(U) génère pour une simulation physique
par éléments finis un gros maillage temporaire avec
N � n sommets 3D, par exemple N = 105, seuls n
nombres duaux ou infinitésimaux sont nécessaires, et
pas n+ 3N .

Ainsi, après tout, il est toujours possible de calculer
les valeurs précises (mais pas les expressions symbo-
liques) des dérivées et des vecteurs gradients lorsque
des contraintes sont représentées avec des procédures.

3.3.2. Le problème de l’étude qualitative

Quand les contraintes sont représentées par des
procédures, est-il encore possible d’utiliser des ou-
tils existants pour l’étude qualitative des systèmes de
contraintes ? La réponse est positive : §4.4 explique
comment construire le graphe biparti. §4.5 explique
comment utiliser la méthode du témoin.

4. Implémentation

4.1. La nouvelle architecture

Le modeleur appelle le solveur. Le solveur peut
appeler toutes les procédures, soit les procédures

courantes et simples (mais indispensables) comme
min,max, |.|, cos, arctan, etc, et aussi toutes les procé-
dures plus sophistiquées fournies par le modeleur (ou
par les modeleurs) : procédures de création et d’in-
terrogation de formes, ou d’objets non géométriques.
Symétriquement, les procédures du modeleur peuvent
appeler le solveur pour les sous-problèmes.

Bien sûr, les procédures doivent être correctes et co-
hérentes. Par exemple, les arguments d’une procédure
de génération doivent être indépendants.

Un problème technique est que les procédures ren-
voient souvent des points ou des vecteurs dans Rn.
Par exemple la procédure calculant un point sur une
courbe de Bézier B(P, d, t) (P est le vecteur des points
de contrôle, d le degré, t le paramètre) renvoie le
point 3D, et son trièdre de Frénet. Il est pratique
de définir des procédures pour accéder à chacun des
champs, à chacune des coordonnées (getX, getY, getZ
[GFM+16a]), mais bien sûr, il ne faut pas re-évaluer la
procédure B plusieurs fois avec les mêmes arguments.
Une gestion prend soin de cela [GFM+16a]. Soit une
mémorisation (appelée mémoïsation en programma-
tion fonctionnelle) est utilisée, soit le solveur appelle
une fonction pour permettre au modeleur de mettre
à jour le modèle géométrique avant que le solveur ap-
pelle les procédures d’interrogation (telles que getX,
getY, getZ) du modeleur.

Un problème technique [GFM+16a] est que certains
arguments des procédures ont des bornes, par exemple
t ∈ [0, 1] pour une courbe de Bézier C(t). De nom-
breuses solutions sont possibles quand t est en dehors
de son intervalle. La procédure qui calcule le point
C(t) peut le calculer quand t est en dehors de [0, 1] :
en effet, il existe et est bien défini. La procédure peut
également ramener la valeur de t dans [0, 1] (mais sans
modifier la variable t du solveur). Une autre solution
est que le solveur gère les contraintes de bornes sur les
variables. Alors, le modeleur doit fournir ces bornes
au solveur. Soit le solveur contraint t seulement, soit
il contraint tout le vecteur ∆X pour que sa coordon-
née t reste dans [0, 1]. En combinaison avec toutes
ces méthodes, il est possible d’utiliser également la
contrainte procédurale : (t − 1/2)2 + t2s − 1/4 = 0
(ce qui implique que t ∈ [0, 1]) où ts est une nouvelle
variable, dite d’écart, associée à t. Nous n’avons pas
essayé la méthode des pénalités. Byrd et al [BLNZ94]
ont proposé une méthode plus sophistiquée pour gérer
les contraintes de bornes, en fait pour résoudre l’opti-
misation contrainte avec une variante de lm-BFGS.

4.2. Interface entre modeleur et solveur

L’interface, ou le protocole de communication, entre
le modeleur et le solveur doit permettre de tirer parti
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du caractère creux des systèmes de contraintes pro-
cédurales. Il y a principalement deux types d’inter-
faces. La première interface est utilisée dans le projet
DECO [GFM+16a] : le modeleur et le solveur utilisent
des DAG noirs (Directed Acyclic Graphs). Cette pre-
mière interface permet d’exploiter la faible densité des
contraintes procédurales. Cependant, de nombreuses
bibliothèques telles que GNU GSL ou Scipy, qui four-
nissent des solveurs ou des minimiseurs, utilisent le se-
cond type d’interface, comme suit. Pour résoudre un
système F (U,X) = 0 avec U = UT , le solveur reçoit
généralement trois tableaux F,U,X : F est un tableau
de pointeurs sur les procédures calculant F (U,X) (les
équations sont : F (U,X) = 0), U est le tableau de
valeurs à virgule flottante pour les paramètres, X est
le tableau des valeurs initiales pour les inconnues X.
Le solveur peut modifier X, mais pas U . Parfois, le
solveur accepte un tableau (de pointeurs sur les pro-
cédures) F ′ pour calculer les vecteurs gradients∇Fi. Il
peut également utiliser des différences finies pour ap-
procher les dérivées. Le solveur reçoit également des
informations techniques telles que les tailles de ma-
trice, les valeurs de seuil pour les tests de terminaison,
un nombre maximal d’itérations, etc. Le même type
d’interface s’applique aux problèmes de minimisation
contraints ou non contraints. Enfin, le solveur reçoit
des méthodes poignées (callback), par exemple pour
dessiner des images de la figure courante dans notre
contexte ; ceci permet aux utilisateurs de surveiller et
de piloter le processus de résolution. Clairement, cette
deuxième interface n’est pas suffisante pour exploiter
la faible densité des systèmes. Un autre tableau D est
nécessaire pour spécifier les dépendances, c’est-à-dire
le graphe biparti : D[c] est la liste de tous les (in-
dices de) variables Xk sur lesquels porte la contrainte
Fc. D peut être vu comme une matrice creuse, et
sa transposée T peut être utilisé à la place : T [k]
est la liste des (indices des) contraintes portant sur
Xk. Ces deux tableaux sont clairement équivalents.
Ils sont suffisants pour définir le graphe biparti et ex-
ploiter le caractère creux du système et de son Jaco-
bien. Ils sont déjà utilisés à cette fin dans l’interface
de nombreuses bibliothèques d’algèbre linéaire creuse
[Saa03], par exemple pour calculer l’ordre des incon-
nues qui réduit le remplissage ("fill-in") de la matrice.
Ces tableaux représentent le graphe biparti équations-
inconnues utilisé dans la théorie du couplage (décom-
position de Dulmage-Mendelsohn).

4.3. Conditions mathématiques

Comme d’habitude, les fonctions calculées par les
procédures doivent être lisses (comme une fonction de
distance) ou lisses presque partout (comme la fonc-
tion du point la plus proche, c’est-à-dire la projection
orthogonale d’un point donné sur une forme donnée).

Cette condition mathématique peut parfois être as-
souplie. Par exemple Gouaty et al [GFM+16a] calcule
les roues dentées contraintes : le nombre de dents doit
être un nombre entier. De même pour le nombre de
marches d’un escalier. En fait, les roues dentées, les
escaliers, les structures en acier, les charpentes en bois
ou en acier, etc. sont des formes algorithmiques : leurs
méthodes de génération sont normalisées dans des do-
cuments techniques unifiés (DTU) et peuvent être di-
rectement mis en œuvre dans des procédures.

Comme d’habitude, l’esquisse doit être assez proche
de la solution attendue.

Le modeleur doit fournir le graphe biparti au sol-
veur, pour exploiter l’éparpillement du système et
pour l’étude qualitative du système. Il est toujours
possible d’utiliser la méthode du témoin (4.5).

4.4. Construire le graphe biparti

Nous expliquons ici comment le graphe biparti, qui
liait équations et inconnues dans le cas classique, peut
être construit. Considérons une procédure qui cal-
cule une fonction P : X ∈ Rn → Y = P (X) ∈ Rm.
Y = P (X) équivaut structurellement ou combinatoi-
rement aux m équations : ei : Yi − Pi(X) = 0, i =
1, . . .m. Comme d’habitude, il y a un sommet pour
chaque ei, pour chaque Yi, i = 1, . . .m, et pour chaque
Xk, k = 1, . . . n. Une arête relie ei à Yi, et n arêtes
lient ei à X1, . . . Xn. Ensuite, les méthodes structu-
relles s’appliquent. Elles détecteront, par exemple, la
sur-contrainte structurelle de l’intersection de trois
courbes paramétriques 2D (ou de quatre surfaces pa-
ramétriques en 3D). Leur limitation elles ne détectent
que les conflits structurels) a déjà été mentionnée.

4.5. Interface pour la méthode du témoin

Pour que la méthode témoin s’applique, le modeleur
(ou toute procédure appelant le solveur) doit fournir
un témoin : soit une version antérieure du produit en
cours de conception, soit un témoin calculé [KMF14].
Ce sont les utilisateurs qui décident si le témoin est
typique de la solution attendue. De même, pour per-
mettre à la méthode du témoin de détecter des sous-
systèmes rigides, les variables doivent être étiquetées
pour que la méthode du témoin puisse calculer a priori
une base des mouvements rigides infinitésimaux (les
nombres duaux, ou infinitésimaux, apparaissent en-
core) ([Fis17] pour les nombres duaux, [MF09] pour
la méthode du témoin). Les balises donnent le type de
coordonnées de la variable étiquetée quand elle est une
coordonnée ; rappelons que les valeurs des coordonnées
dépendent du repère cartésien utilisé. Une balise, i.e.,
une coordonnée peut être :

- le x, le y ou le z d’un point. Les x, y, z du même
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point doivent être liés d’une manière ou d’une autre,
e.g., la variable X3 est le x du point (X3, X4, X5).

- le x, le y ou le z d’un vecteur. En effet, les vecteurs
et les points sont différents car ils ne se comportent pas
de la même manière avec les translations. Les x, y, z
du même vecteur doivent être liés d’une manière ou
d’une autre.

- le a ou b ou c d’un vecteur normal. Vecteurs et vec-
teurs normaux sont différents : un vecteur est la diffé-
rence entre deux points. Un vecteur normal est associé
à une forme linéaire : (x, y, z)t → (a, b, c)(x, y, z)t. En
fait, a, b, c est la partie vectorielle de l’équation d’un
plan (voir ci-dessous). Les a, b, c du même vecteur nor-
mal doivent être liés entre eux.

- le a ou le b ou le c ou le d de l’équation d’un plan :
ax + par + cz + d = 0. Les a, b, c, d d’un même plan
doivent être reliés entre eux.

- une variable géométrique indépendante du repère
cartésien utilisé : rayon ou longueur, aire, volume, pro-
duit scalaire.

- enfin une variable peut être une variable non géo-
métrique, donc indépendante du repère cartésien :
énergie, force, coût, etc.

Les deux dernières balises peuvent être fusionnées.
Les balises permettent à la méthode du témoin de dé-
composer les systèmes en sous-systèmes rigides (i.e.,
bien-contraints modulo les isométries). Il est égale-
ment possible de marquer les variables pour décom-
poser modulo les similitudes mais cette décomposition
est plus rarement utilisée [SS06, SM06, MF09].

4.6. Nombres duaux

Cette section présente l’arithmétique des nombres
duaux et montre comment ils peuvent être utilisés
pour calculer les valeurs des dérivées avec la précision
de l’arithmétique en virgule flottante, même lorsque
les équations ne sont pas disponibles. Une telle préci-
sion est nécessaire par la méthode des témoins.

Les nombres duaux sont mieux compris avec une
analogie avec des nombres complexes (C). Pour un in-
formaticien, écrire une bibliothèque C ++ pour une
arithmétique pour les nombres duaux et pour les
nombres complexes se ressemblent. Un nombre com-
plexe z est une paire de deux nombres réels (x ∈ R, y ∈
R). La paire (0, 1) s’appelle i. La partie x de z est sa
partie réelle, et y sa partie imaginaire. L’addition de
deux nombres complexes z = (x, y) et z′ = (x′, y′) est
définie par

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

Il est donc cohérent d’écrire la paire z = (x, y) comme

(x, 0) + (0, y) = x(1, 0) + y(0, 1) = x1 + yi. Le produit
de z et z′ est défini par

(x, y)× (x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′)

donc i2 = (0, 1) × (0, 1) = (−1, 0) = −1. En fait,
réduire i2 à −1 donne une autre preuve de la règle de
produit :

(x+ yi)× (x′ + y′i) = xx′ + yy′i2 + (xy′ + yx′)i

= (xx′ − yy′) + (xy′ + yx′)i

Il y a un isomorphisme remarquable φC entre z ∈ C
et la matrice réelle 2× 2

φC(z) =

(
x −y
y x

)
En effet, φC(z+z′) = φC(z)+φC(z

′) et φC(z×z′) =
φC(z)× φC(z′).

Un nombre dual ressemble à un nombre complexe.
C’est une paire de deux nombres réels (x ∈ R, y ∈ R).
La paire (0, 1) est appelée ε et peut être considérée
comme un nombre infinitésimal. x est la partie stan-
dart de la paire (x, y) et y sa partie infinitésimale
ou non standard. L’addition de deux nombres duaux
(x, y) et (x′, y′) est définie par

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

Il est donc cohérent d’écrire la paire z = (x, y) comme
(x, 0) + (0, y) = x(1, 0) + y(0, 1) = x1 + yε. Le produit
de z = x+ yε et z′ = x′ + y′ε est défini par

(x, y)× (x′, y′) = (xx′, xy′ + yx′)

donc ε2 = (0, 1)× (0, 1) = (0, 0). En fait, réduire ε2 à
0 donne une autre preuve de la règle du produit :

(x+ yε)× (x′ + y′ε) = xx′ + (xy′ + yx′)ε+ yy′ε2

= xx′ + (xy′ + yx′)ε

Ce coup-ci, l’isomorphisme φ entre le nombre dual
z = x+yε et la matrice réelle, de taille 2×2, φ(x+yε)
est défini par :

φ(z) =

(
x 0
y x

)

En effet, φ(z + z′) = φ(z) + φ(z′), φ(z × z′) =
φ(z)× φ(z′), donc φ(1/z) = φ(z)−1 et φ(zk) = φ(z)k.
Détaillons le produit :

(a+ b ε) × (a′ + b′ ε) = aa′ + (ab′ + ba′) ε
↓ ↓ ↓ ↓(

a 0
b a

)
×

(
a′ 0
b′ a′

)
=

(
aa′ 0
ba′ + ab′ aa′

)
Cet isomorphisme implique que :

1

a+ b ε
=

1

a
− b

a2
ε quand a 6= 0
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donc bε n’a pas d’inverse (la matrice associée est non
inversible). Cette règle est un cas particulier de :

(a+ bε)k = ak + kak−1b ε

Si P est un polynôme, alors P (xv + ε) où xv est un
nombre flottant, donne P (xv) et la dérivée P ′(xv) :

P (xv + ε) = a(xv + ε)3 + b(xv + ε)2 + c(xv + ε) + d
= a(x3v + 3x2v ε) + b(x2v + 2xv ε) + c(xv + ε) + d
= (ax3v + bx2v + cxv + d) + (3ax2v + 2bxv + c) ε
= P (xv) + P ′(xv) ε

Ceci se généralise aux polynömes multivariés : soit il
y a une seul ε et deux évaluations sont nécessaires :

Q(xv + ε, yv) = Q(xv, yv) +Q′x(xv, yv)ε
Q(xv, yv + ε) = Q(xv, yv) +Q′y(xv, yv)ε

ou bien chaque variable a son propre ε et une seule
évaluation suffit :

Q(xv + εx, yv + εy) = Q(xv, yv) +Q′x(xv, yv)εx +

Q′y(xv, yv)εy

En fait, cette fonctionnalité (calculer (P (x), P ′(x))
ensemble) s’étend aux fonctions non polynomiales.
L’arithmétique des nombres duaux est utilisée pour
calculer f(t) et sa dérivée f ′(t) en même temps : ici f
est une fonction continue et dérivable (au moins en la
valeur t), et f ′(t) est la valeur de la dérivée de f en
t ∈ R. L’idée est de représenter la paire (f(t), f ′(t))
avec un nombre dual f(t)+f ′(t)ε. C’est possible parce
que l’arithmétique des nombres duaux imite les règles
pour les dérivées des sommes et des produits (atten-
tion : f ′, g′ désignent ici les dérivées de f et g) :

(f, f ′) + (g, g′) = (f + g, f ′ + g′)

(f, f ′)× (g, g′) = (f × g, f × g′ + f ′ × g)

Une arithmétique pour les nombres complexes doit
définir exp, cos, etc pour les nombres complexes. De
même pour les nombres duaux. Cette définition est
simple : pour tout f , f(a+ bε) est égal par définition
à f(a) + bεf ′(a), ainsi :

exp(a+ bε) = ea + bea ε

cos(a+ bε) = cos(a)− b sin(a) ε

sin(a+ bε) = sin(a) + b cos(a) ε

tan(a+ bε) = tan(a) + b(1 + tan2(a)) ε

La définition de la fonction sgn(a+ bε) est facile :

sign(a+ bε) = sign(a) + (1− sign(a)2)sign(b)

Alors la définition de la valeur absolue s’ensuit :

|a+ bε| = sign(a+ bε)× (a+ bε)

Les définitions du min et max de deux nombres duaux

r 50 100 150 200 300 400

c 1275 5050 11325 20100 45150 80200
u 3825 15150 33975 60300 135450 240600

Table 1: r, c, u sont les nombres de rangées, de cercles,
et d’inconnues.

Figure 2: Résolution avec Newton (11 rangées). Trois
itérations suffisent.

peuvent être formulées de la même manière. En pas-
sant, la dérivation symbolique (au moment de la com-
pilation) ne peut pas traiter si simplement les fonc-
tions |.|,min,max et le branchement conditionnel if-
then-else.

4.7. Résoudre sans équations

Cette section montre qu’il est possible de résoudre
efficacement des contraintes procédurales, même en
très grand nombre.

Le solveur doit résoudre sans équations les systèmes
sous-jacents E(X) = 0, à partir d’une estimation ini-
tiale assez proche de la racine attendue. Cette proxi-
mité était déjà nécessaire avec les contraintes géomé-
triques classiques, à savoir quand les équations sont
disponibles. En pratique, les utilisateurs fournissent
cette estimation initiale avec une esquisse.

Nous avons mis en œuvre et testé plusieurs mé-
thodes de résolution : Newton, Levenberg-Marquardt
[GCG99b], lm-BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno avec mémoire limitée) [BGLS06], Hooke-
Jeeves, descente stochastique et l’heuristique Jaya
[Rao16]. Certaines méthodes ont besoin des vecteurs

Figure 3: Quelques étapes de résolution avec Hooke-
Jeeves (20 rangées).
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Algorithme Complexité
lm-BFGS (m = 10) O(n1.33)
Newton O(n1.4)
Levenberg-Marquardt O(n1.4)
Hooke-Jeeves O(n1.9)

Table 2: n est le nombre de cercles ou d’inconnues
et de contraintes (et non le nombre de rangées). Cette
table donne la complexité empirique (la pente du dia-
gramme log-log) des algorithmes pour le problème de
test, en exploitant la faible densité des systèmes.

gradients. Le calcul par différence finie centrée est suf-
fisamment précis avec nos problèmes de test. Les mé-
thodes ont été testées sur ce problème géométrique :
soit ABC un triangle donné ; soit r un entier ; pla-
cer r rangées de cercles dans ABC, avec un cercle
dans la première rangée, k dans la rangée k, de sorte
que les cercles soient tangents à leurs voisins ou aux
côtés de ABC. Voir les figures 2 et 3. Pour r ran-
gées, il y a r(r + 1)/2 cercles et trois fois plus d’in-
connues : n = 3r(r + 1)/2 car chaque cercle k a des
coordonnées (xk, yk) inconnues pour son centre et un
rayon inconnu rk. C’est un problème bien contraint
puisque le nombre de contraintes est égal au nombre
d’inconnues n = 3r(r + 1)/2. Il est également irré-
ductible : il n’a pas de sous-système bien contraint
(ni rigide). Bien que les équations (tangences cercle-
cercle, ou tangences cercle-cercle) soient disponibles,
elles ne sont pas accessibles par le solveur : le sol-
veur connaît seulement un tableau de n (pointeurs
sur des) procédures E[0, . . . n − 1], et un tableau de
n inconnues V qui sont la concaténation des tuples
(xk, yk, rk) pour k = 0, . . . n − 1. Les valeurs initiales
pour (xk, yk, rk) sont obtenues ainsi : ce problème est
facile à résoudre lorsque le triangle ABC est équi-
latéral, ce qui donne les coordonnées barycentriques
ak, bk, ck (avec ak + bk + ck = 1) pour le centre du
cercle k : (xk, yk) = akA+ bkB+ ckC. Ceci donne une
valeur initiale pour X.

Ce problème est artificiel mais très pratique pour
mesurer les performances et contrôler le comporte-
ment et le résultat des algorithmes, en raison de sa
nature visuelle et intuitive. La figure 2 montre les
itérations de Newton pour 11 rangées, et la figure 3
quelques itérations par Hooke-Jeeves. Table 1 donne
les chiffres avec plus de rangées, et table 2 les com-
plexités empiriques des algorithmes testés. La com-
plexité empirique pour un algorithme est la pente de
la courbe (très proche d’une droite) du diagramme log-
log (logni, log T (ni)), où ni est le nombre d’inconnues,
et T (ni) le temps d’exécution de l’algorithme. Nous
avons testé avec 50, 100, 150, 200 lignes. lm-BFGS

a la meilleure complexité empirique : O(n1.33). Cette
méthode peut donc traiter de grands problèmes ("sca-
lability"). Ensuite, Newton et Levenberg-Marquardt
ont une complexité O(n1.4). Hooke-Jeeves a une com-
plexité O(n1.9). Toutes ces complexités sont infé-
rieures à O(n2), la taille d’un Jacobien dense. Pour
les atteindre, il est essentiel d’exploiter la faible den-
sité des systèmes de contraintes procédurales. Rap-
pelons que, pour multiplier deux matrices denses, ou
résoudre un système linéaire dense, la complexité de
la fameuse méthode de Strassen est O(n2.807), et la
complexité de l’algorithme de Coppersmith-Winograd
(la meilleure méthode connue à ce jour, mais inutili-
sée en pratique) est O(n2.376). Même la méthode de
Hooke-Jeeves est bien meilleure, et inférieure à O(n2).
Les autres méthodes testées : gradient stochastique,
et Jaya soit divergent, soit convergent avec un amor-
tissement mais sont alors trop lentes, donc nous ne
commentons pas leur complexité.

4.8. A propos des méta-heuristiques

Dans nos expériences, les heuristiques telles que
Jaya et la descente stochastique n’ont pas bien fonc-
tionné avec le problème de test. Cependant, se tour-
ner vers des méta-heuristiques pourrait être intéres-
sant quand il existe un grand nombre de solutions
pour lesquelles les utilisateurs n’ont pas de préférence
a priori, mais qu’ils peuvent rejeter une mauvaise so-
lution même s’il leur est difficile de dire pourquoi ; ou
bien s’il est trop long d’expliciter toutes les contraintes
et préférences. Un problème similaire est rencontré en
police scientifique : certains témoins ne savent pas dé-
crire des visages ou des personnes, bien qu’ils puissent
les reconnaître. Pour résoudre ce problème [SGM09],
un logiciel (tel EvoFIT) génère un ensemble de 20
images de visages aléatoires ; le témoin choisit les vi-
sages qui ressemblent le plus au visage de la cible.
Le logiciel combine des parties de visages sélection-
nés, et propose une nouvelle série de 20 visages au
témoin. Après quelques itérations, un portrait ressem-
blant est obtenu. On peut imaginer utiliser la même
méthode pour choisir une solution parmi un ensemble
énorme de solutions. Le modeleur génère 20 solutions,
par exemple à partir de 20 graines aléatoires, amélio-
rées avec des itérations de Newton ou certaines mini-
misations. Les utilisateurs rejettent les trop mauvaises
solutions ; peut-être peuvent-ils dire quelle partie est
bonne dans une solution et devrait être conservée. Le
modeleur combine des solutions sélectionnées, comme
dans les algorithmes génétiques, et améliore chaque
nouvelle combinaison pour satisfaire les contraintes
procédurales, avec des itérations de Newton ou un mi-
nimiseur. On peut espérer aboutir à une bonne solu-
tion après quelques étapes.
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Figure 4: Le problème de test.

5. Conclusion

Cet article propose de représenter les contraintes
avec des procédures, et il présente les avantages, les
quelques inconvénients, et une implémentation qui
prouve la faisabilité de notre approche, et sa "scalabi-
lité" : les méthodes de résolution, ou d’étude qualita-
tive, fonctionnent en temps presque linéaire et ce sans
même exploiter leur parallélisme.

Par concision, nous n’avons pas pu détailler
quelques travaux précurseurs [GFM+16b], [DPD15],

[PFGL08a], [GMMP11], [FGLP14], [PFGL08b],
[LGP+16].

Nous concluons avec les travaux futurs.

Une formalisation plus précise est nécessaire, pour
expliciter les liens avec le PLM, les ontologies, l’ana-
lyse de forme, l’inter-opérabilité, etc.

Une extension directe de notre travail consiste à gé-
rer une représentation hybride pour les modèles géo-
métriques : fondamentalement un tuple (XT , UT , F )
ou en mots, une géométrie et un ensemble de
contraintes. La géométrie XT (T like target) est une
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solution de F (U,X) = 0, U − UT = 0, F est l’en-
semble des contraintes, représentées avec des DAG ou
la source d’un programme équivalent dans un langage
de script (Lua, Python, Lisp), U est le vecteur des pa-
ramètres, UT est le vecteur des valeurs des paramètres,
X est le vecteur des variables inconnues. XT , UT est
son propre témoin. Il y a plusieurs façons de modifier
et de mettre à jour le modèle.

La première façon est de modifier les valeurs de U :
U = U∗ au lieu de U = UT , et X doit être mis à jour
avec quelques résolutions. Une possibilité est de suivre
une courbe d’homotopie d’équation : H(t,X) = (1 −
t)F (UT , X)+tF (U∗, X) = 0 depuis de t = 0, X = XT

jusqu’à (espérons-le) t = 1, X = X∗, ou pour réduire
||H(t,X)|| depuis t = 0, X = XT jusqu’à (espérons-le)
t = 1, X = X∗.

La deuxième voie est de spécifier de nouveaux élé-
ments géométriques et de nouvelles contraintes : cette
voie est bien connue, car il est standard d’ajouter de
manière interactive et incrémentale des éléments géo-
métriques et des contraintes à l’esquisse, de détecter
et corriger les erreurs, et de résoudre.

Le troisième et dernier moyen de modifier le mo-
dèle consiste à interactivement modifier la géométrie
XT . Parfois, c’est beaucoup plus facile pour les uti-
lisateurs de déplacer interactivement les sommets ou
les faces (ou leurs plans tangents) que de changer les
contraintes. La mise à jour des valeurs U ne suffit pas
toujours, et les contraintes F doivent être mises à jour :
c’est clairement la partie la plus difficile.
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