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R�esum�e

La mod�elisation g�eom�etrique par con-

traintes conduit �a des syst�emes d'�equa-

tions qui sont g�en�eralement r�esolus par

l'algorithme de Newton-Raphson (ou une

de ses variantes), �a partir d'une situa-

tion fournie interactivement par l'utilisa-

teur. Mais, trop souvent, cette m�ethode

ne converge pas, ou converge vers une

solution non voulue apr�es un parcours

chaotique. L'application d'une m�ethode

homotopique dans de tels cas donne des

r�esultats bien plus satisfaisants.

1 Introduction

La mod�elisation par contraintes est

utilis�ee depuis longtemps en CAO pour

simpli�er le travail des concepteurs. Elle

permet de ne plus avoir �a sp�eci�er des

positions pr�ecises pour les objets ma-

nipul�es, mais seulement des relations

entre ces objets. On ne parlera ici que

de contraintes g�eom�etriques (ie des re-

lations telles que distances, tangences,

angles, incidences,: : : ) entre �gures (ty-

piquement points, segments, coniques,

splines, courbes de B�ezier,: : : en 2 di-

mensions auxquelles on peut rajouter

les plans, tores, quadriques, carreaux

de B�ezier,: : : en 3D). Cette mod�elisation

conduit �a de grands syst�emes d'�equa-

tions, g�en�eralement alg�ebriques. Le pro-

bl�eme est de pouvoir les r�esoudre e�ca-

cement.

L'id�ee de contraintes existait d�ej�a dans

les travaux de Sutherland [Sut63] et Bor-

�

Ce rapport est la version fran�caise d'un

article pr�esent�e au third symposium on solid

modeling.

ning [Bor81]; depuis de nombreuses voies

ont �et�e explor�ees pour r�esoudre des pro-

bl�emes de plus en plus di�ciles. On peut

classer grossi�erement les m�ethodes de r�e-

solution de contraintes en trois grandes

cat�egories (non exclusives): m�ethodes de

d�ecomposition, r�esolution symbolique, et

algorithmes num�eriques.

Les m�ethodes de d�ecomposition r�e-

duisent les syst�emes de contraintes en

d'autres plus simples, puis les solutions

des sous-syst�emes sont fusionn�ees. En

2D, des exemples typiques d'irr�educ-

tibles sont les triangles -c'est �a dire

lorsque la position relative de trois som-

mets est d�e�nie par trois contraintes

(par exemple 3 distances, ou 1 distance

et 2 angles,: : :)- ou les syst�emes so-

lubles �a la r�egle et au compas -comme

le probl�eme d'Appolonius-. Dans ces

cas une formule explicite permet de r�e-

soudre; cependant des sous-syst�emes ir-

r�eductibles plus complexes devront être

r�esolus par des m�ethodes symboliques

ou num�eriques. La d�ecomposition peut

se faire soit par le moteur d'inf�erence

d'un syst�eme expert, comme le propo-

sent Buthion [But79] ou Verroust et al

[VSR92], soit par un m�ecanisme d'uni-

�cation fourni par un langage de pro-

grammation tel que Prolog, comme pour

Br�uderlin [Bru86], soit en�n par une m�e-

thode de graphes, comme pour, entre

autres, Owen [Owe91], Bouma et al

[BFH

+

93] , ou Ait et al [AAJM93].

Les m�ethodes symboliques sont utili-

s�ees, par exemple, par Ericson et Yap

[EY88] ou par Kondo [Kon92]. Ces m�e-

thodes utilisent typiquement les bases de

Gr�obner, ou un genre de r�esultant, ou

encore une technique d'�elimination. Si

ces m�ethodes sont exactes elles sont par
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contre particuli�erement lentes: d'apr�es

Lazard [Laz92] il est d�e�nitivement im-

possible de calculer les bases de Gr�ob-

ner d'un syst�eme polynomial irr�educ-

tible de degr�e 2 en 10 inconnues et va-

riables. Ces m�ethodes semblent plus ap-

propri�ees �a la d�emonstration automa-

tique de th�eor�emes, comme par exemple

dans [CSY87, Win88].

Les m�ethodes num�eriques restent in-

contournables pour r�esoudre les grands

syst�emes de contraintes que l'on ren-

contre dans le monde de la CAO. On

pourra trouver des exemples d'utilisation

chez Borning [Bor81], Nelson [Nel85], ou

Light et al [LLG81]. La m�ethode nu-

m�erique g�en�eralement utilis�ee est celle

de Newton-Raphson, ou une de ses va-

riantes, elle n�ecessite une approxima-

tion initiale de la solution qui peut

être fournie interactivement par l'uti-

lisateur avec des outils tels que Mac-

Draw ou X�g. Dans une application in-

teractive le besoin d'une approximation

initiale n'est pas vraiment un inconv�e-

nient. Au contraire, elle permet de s�elec-

tionner naturellement la solution d�esir�ee

parmi un nombre exponentiel de possi-

bilit�es: d'apr�es le th�eor�eme de Bezout,

un syst�eme polynomial de degr�e total

d, ayant n inconnues et �equations pos-

s�ede O(d

n

) solutions. De plus la m�ethode

de Newton-Raphson est rapide et fonc-

tionne en temps polynomial. En�n son

utilisation est compatible avec l'utilisa-

tion de m�ethodes de d�ecomposition (voir

[AAJM93] pour un exemple) qui acc�el�e-

rent la r�esolution.

Cependant il reste un probl�eme bien

connu: si la m�ethode de Newton-

Raphson fonctionne g�en�eralement bien,

parfois -trop souvent!-, elle ne converge

pas, ou converge vers une solution non

voulue apr�es un parcours chaotique.

L'utilisateur ne sait alors pas vraiment

quoi faire, si ce n'est modi�er l�eg�erement

sa �gure initiale, jusqu'�a ce que la m�e-

thode marche, ou si elle marche: : :

Ce papier entend montrer qu'une m�e-

thode homotopique est bien plus satis-

faisante dans de tels cas. Son comporte-

ment est facile �a pr�edire, intuitif, et s'ex-

plique de lui même.

La �gure 1 montre un exemple ty-

pique d'�echec de la m�ethode de Newton-

Raphson: on voudrait que les six cercles,

tout en restant tangents entre eux, le

soient aussi aux parois du triangle.

Comme sur la �gure 2 qui montre

quelques �etapes a�ch�ees lors de la r�e-

solution du même probl�eme par homoto-

pie.

Fig. 1 - Echec de la m�ethode de Newton

Fig. 2 - L'homotopie a un comporte-

ment naturel

Un autre argument en faveur de nos

dires repose sur le syst�eme d'�equations

�
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Cette �equation n'est en fait que l'�equi-

valent, utilisant des variables r�eelles, de

l'�equation complexe z

3

� 1 = 0. La �-

gure 3 montre les bassins d'attraction

pour la m�ethode de Newton-Raphson et

l'homotopie. Pour Newton-Raphson les

bassins sont fractals [PR86], ce qui ex-

plique pourquoi il est si di�cile �a l'uti-

lisateur de pr�edire vers quelle solution

cette m�ethode va converger. A l'inverse

l'homotopie converge vers la solution la

plus proche

1

. Les bassins de l'homotopie

ont des fronti�eres lisses: se sont des en-

sembles semi-alg�ebriques

2

quand le sys-

t�eme �a r�esoudre est alg�ebrique. Plus

g�en�eralement l'homotopie converge plus

souvent que Newton-Raphson vers la so-

lution intuitivement la plus proche de

1

Sur cet exemple les bassins d'attraction

pour l'homotopie sont les cellules de Vorono�� des

points solutions, ceci n'est pas vrai dans le cas

g�en�eral.

2

Un ensemble semi-alg�ebrique est la projec-

tion d'un ensemble alg�ebrique.
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l'approximation initiale, ce qu'il est bien

sûr impossible de prouver rigoureuse-

ment vu que \intuitivement proche" n'a

pas de d�e�nition math�ematique.

Fig. 3 - z

3

�1 = 0 , z 2

j

C: Bassins d'at-

traction pour les m�ethodes de Newton et

homotopique

Cet article donne d'abord un expos�e

simpli��e sur l'homotopie (aussi appel�ee

m�ethode de continuation). Puis il com-

mente nos exp�eriences sur un �editeur

g�eom�etrique par contraintes, avec les

questions li�ees et les extensions possibles.

Notez que nous nous sommes restreint �a

un �editeur 2D pour des raisons de sim-

plicit�e, mais l'homotopie, tout comme la

m�ethode de Newton-Raphson, s'applique

indi��eremment �a toutes les dimensions.

La r�esolution par homotopie est main-

tenant une m�ethode classique de l'ana-

lyse num�erique, elle �etait d�ej�a utilis�ee

par Lahaye en 1934, et peut être même

avant (voir le r�ecent tour d'horizon de

Allgower et Georg [AG93] pour un his-

torique d�etaill�e). Dans le domaine de

l'informatique graphique, Dobkin et al

[DLTW90] suivent des courbes dans IR

n

grâce �a une m�ethode inspir�ee par un

cas sp�ecial d'homotopie: l'interpolation

lin�eaire par morceaux. En CAO, elle a

�et�e utilis�ee, pour des applications de ro-

botique et de cin�ematique, par Morgan,

Wampler et Sommese [Mor83, WMS90],

mais eux recherchent toutes les solu-

tions complexes des syst�emes polyno-

miaux survenant dans ces domaines. En

mod�elisation g�eom�etrique utilisant des

surfaces �a formes libres, un genre sp�e-

cial d'homotopie sert �a suivre les courbes

d'intersection de surfaces dans IR

3

: la li-

n�earisation par morceaux (marching me-

thod) [Pat92]. Curieusement, en mod�e-

lisation par contraintes, il semble que

jusqu'�a maintenant personne n'utilise de

m�ethode homotopique, sauf une conti-

nuation restreinte pr�esent�ee au chapitre

2.3.4.

2 G�en�eralit�es sur l'ho-

motopie

On pourra trouver un expos�e plus

complet dans [AG93].

Soit G(X) = 0 un syst�eme de

n equations ind�ependantes �a n incon-

nues, on a X = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) et

G = (g

1

; g

2

; : : : ; g

n

). Un ensemble de

contraintes g�eom�etriques bien-contraint

fournit un tel syst�eme.

Supposons maintenant que la solution

S = (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) d'un autre syst�eme

F (X) = 0 avec F = (f

1

; f

2

; : : : ; f

n

) soit

connue, et que F soit, dans un certain

sens, \proche" de G. Dans notre appli-

cation S n'est autre que le vecteur des

valeurs (coordonn�ees de points, rayon

de cercle,: : : ) de l'approximation initiale

donn�ee par l'utilisateur. On d�e�nit alors

le syst�eme F par F (X) = G(X)�G(S),

par construction S est bien solution de

F (X) = 0. F et G sont alors plong�es

dans une homotopie:

H(t;X) = tG(X) + (1� t)F (X)

telle que H(0; X) = F (X) et H(1; X) =

G(X). H est une interpolation lin�eaire

entre F et G. Certaines homotopies utili-

sent une interpolation non lin�eaire, mais

sont en dehors du champ de cet article

(voir [AG93] pour plus de d�etails).

Remarque: Dans notre cas, du fait que

F (X) = G(X) � G(S), il s'ensuit que

H(t;X) = G(X)� (1� t)G(S). Le terme

(1�t)G(S) est une fonction de t seul, pas

de X, cependant la th�eorie de l'homoto-

pie a �et�e d�evelopp�ee dans le cas g�en�eral

pour tout F , et la suite de cette pr�esen-

tation n'utilise pas cette particularit�e.

Le syst�eme H poss�ede n+1 inconnues

et n �equations. SiP = (t

p

; X

p

) est tel que

H(P ) = 0, et si P est un point r�egulier de

H = 0 (i.e. le jacobienH

0

(P ) est de rang

maximal), alors, d'apr�es le th�eor�eme de

la fonction implicite, H

�1

(0) est locale-

ment param�etrable par t au point P . En

termes plus g�eom�etriques H(t;X) = 0

3



d�e�nit une courbe dans un espace de di-

mension n + 1, passant par P et loca-

lement param�etr�ee par t. Un tel point

est connu: il s'agit de P = (0; S). L'id�ee

principale de la r�esolution par homotopie

est de suivre la courbe homotopique (on

dit aussi chemin homotopique), d�emar-

rant en (t = 0; X = S). Si le chemin ho-

motopique passe par un point (t;X) o�u

t = 1, alors une solution de H(1; X) = 0,

et donc de G(X) = 0, est trouv�ee. Les

m�ethodes pour suivre les courbes d'ho-

motopie sont �enum�er�ees plus loin. La �-

gure 4 montre un �echantillonnage de 12

2

courbes homotopiques 3D correspondant

�a l'exemple de la �gure 3, le damier est

dans le plan t = 0.

Fig. 4 - z

3

� 1 = 0, z 2

j

C: Courbes

homotopiques en 3D.

2.1 Consid�erations

topologiques

Si une courbe homotopique ne contient

que des points r�eguliers, sa topologie

peut être celle d'un cercle (ie la courbe

est une boucle), ou celle d'une droite (ie

la courbe vient de l'in�ni et repart �a

l'in�ni). Bien sûr, dans chaque cas, elle

t=0

t=1

Fig. 5 - Quelques exemples de courbes

homotopiques.

peut croiser ou non l'hyperplan d'�equa-

tion t = 1 (cf �gure 5). Une courbe ho-

motopique peut aussi contenir des points

irr�eguliers: le jacobien ne sera pas alors

de rang maximal. Ces points sont appe-

l�es points de bifurcation: les plus simples

sont quadratiques, tels que deux courbes

de

j

C

n+1

se croisent en un point Q =

(t

0

; X

0

) 2

j

C

n+1

(Q est une solution r�e-

guli�ere de: fH(Q) = 0 et det(H

X

0

(Q)) =

0g). Les deux vecteurs tangents � et i�

des deux branches sont orthogonaux au

point Q. Les coudes (turning points) sont

des cas sp�eciaux de points de bifurca-

tion quadratiques que l'on rencontre ty-

piquement lorsque F et G sont des sys-

t�emes r�eels [LW93]: une courbe est r�eelle,

l'autre est imaginaire ou complexe, la �-

gure 6 en montre deux exemples. Le vec-

teur tangent en ces points est horizontal,

c'est �a dire que sa composante en t est

nulle.

2.2 M�ethode homotopique

Dans notre cas, un point de d�e-

part pour l'homotopie est connu, et

nous sommes seulement int�eress�es par

la courbe homotopique passant par ce

point. Cependant, dans le cas g�en�e-

ral on veut trouver toutes les solutions

(même complexes) d'un syst�eme donn�e,

et sans point de d�epart. On proc�ede

alors en deux �etapes. On commence par

construire un premier syst�eme d'�equa-

tions facilement soluble, et poss�edant au

moins autant de solutions que le syst�eme

�a r�esoudre, qui nous donne les points

de d�epart pour l'homotopie. Ce nombre

de solutions peut être born�e classique-

ment par le produit des degr�es d'apr�es

le th�eor�eme de Bezout, ou, plus pr�ecis�e-

ment, par le polytope de Newton et les

bornes BKK [VVC93]. La seconde �etape

consiste �a suivre les chemins depuis les

points de d�epart.
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A

B

Fig. 6 - Une courbe homotopique r�eelle,

en ligne grasse, ayant deux coudes A

et B: le vecteur tangent a une compo-

sante en t nulle. En ligne mince, les

branches complexes correspondantes (ici

imaginaires pures). Les �equations pour-

raient être: F (X) = 3X

3

� X +

1

2

,

G(X) = 3X

3

�X �

1

2

, H(t;X) = 3X

3

�

X+

1

2

�t. A

X

=

13

18

, A

t

= �

1

3

, B

X

=

5

18

,

B

t

=

1

3

.

2.3 M�ethodes de suivi de

courbe

2.3.1 Homotopie complexe mon-

tante

Pour les syst�emes de contraintes de

la CAO seules les racines r�eelles de G

sont int�eressantes, et les chemins sui-

vis sont des courbes dans IR

n+1

. Dans

d'autres domaines, les racines complexes

Z de G sont demand�ees, les chemins ho-

motopiques sont alors des courbes dans

IR �

j

C

n

(puisque, traditionnellement, t

va de 0 �a 1 en restant dans IR). Dans ce

dernier cas, il est possible de \monter"

le long des courbes d'homotopie, en par-

tant de (t = 0; Z = Z(0)), et en suivant

Z(t) lorsque t crô�t de 0 �a 1. Par lin�eari-

sation de H en un point connu (t; Z) de

la courbe on obtient:

H(t+�t; Z+�Z) � H(t; Z)+H

t

0

�t+H

Z

0

�Z

On utilise la pr�ediction

3

:

�Z = �(H

Z

0

)

�1

H

t

0

�t

puis, laissant t constant (donc �t =

0), on corrige Z en it�erant �Z :=

�(H

Z

0

)

�1

H(t; Z), Z := Z+�Z, jusqu'�a

ce que j�Zj soit su�sament proche de 0.

Cette m�ethode pose probl�eme lors-

qu'un point de bifurcation est rencontr�e,

une solution possible est d'utiliser alors

l'homotopie perturb�ee:

H(t; Z) = tG(Z) + (1� t)F (Z)

o�u  = �e

i�

est un nombre complexe

al�eatoire: il est prouv�e qu'il existe seule-

ment un nombre �ni de � pour lesquelsH

poss�ede des points de bifurcation quand

t 2 [0; 1[. Donc, avec probabilit�e 1, l'ho-

motopie perturb�ee �elimine les points de

bifurcation. Bien sûr cette perturbation

ne peut enlever les �eventuels points sin-

guliers de G = 0, et les points de bifur-

cation correspondants quand t = 1.

2.3.2 Pr�ediction-correction

Pour suivre le chemin homotopique

depuis un point donn�e M

k

la m�ethode

3

�t peut être adapt�e pour contrôler la taille

du pas j(�t;�Z)j.
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dite de pr�ediction-correction commence

par calculer T

k

, le vecteur tangent (ou au

moins une approximation) de la courbe

en M

k

, puis \pr�edit" que le point P =

M

k

+ �T

k

=jT

k

j est proche de la courbe,

et corrige P par Newton-Raphson (ou

une de ses variantes comme la m�ethode

de la s�ecante, ou encore en utilisant

la pseudo-inverse de Moore-Penrose) ou

une m�ethode de gradient pour obtenir

le point M

k+1

, le point de la courbe le

plus proche de P . On ne d�etaillera pas

plus ici cette m�ethode qui est tr�es simi-

laire �a la m�ethode utilis�ee en CAO pour

suivre les courbes d'intersection entre

surfaces en mod�elisation g�eom�etrique 3D

[Pat92, Hof90].

Une di�cult�e pratique (et un pro-

bl�eme th�eorique d'analyse num�erique

di�cile) est le choix de l'�: s'il est trop

grand l'�etape \correction" peut �echouer,

et s'il est trop petit le suivi devient tr�es

lent (de plus des probl�emes d'impr�eci-

sion num�erique peuvent apparâ�tre). De

nombreuses recherches ont donc �et�e en-

treprises pour choisir automatiquement

un � correct [AG93, Yak95]. Mais, vu nos

besoins limit�es, nous avons trouv�e l'heu-

ristique suivante su�sante et facile �a im-

planter: �a chaque pas la pseudo-inverse

de H

0

est actualis�ee, et on choisi � =

0; 05; si l'�etape de correction ne converge

pas assez vite (disons en moins de 4 it�e-

rations), on divise � par 2 et on recom-

mence. Soit d la distance entre le point

de d�epartM

k

et le point pr�edit P

0

, soient

P

1

, P

2

, P

3

et P

4

les corrections succes-

sives de P

0

, si la distance jP

0

P

i

j est sup�e-

rieure �a d, on consid�ere que l'on diverge.

Il y a convergence quand jP

i

P

i�1

j est in-

f�erieure �a 0; 02d, et que l'angle entre les

vecteurs tangents aux points M

k

et P

i

est inf�erieur �a 10 degr�es.

Notre modeleur exp�erimental utilise la

m�ethode de pr�ediction-correction princi-

palement parce que nous avions aussi be-

soin de Newton-Raphson pour pouvoir

comparer son comportement avec celui

de l'homotopie. Mais cette m�ethode n�e-

cessite le calcul

4

de l'inverse du jacobien

H

0

. Les autres m�ethodes ne requi�erent

4

La d�e�nition symbolique du jacobienH

0

est

calcul�ee pour chaque syst�eme de contraintes.

que l'�evaluation de H en certains points.

2.3.3 Interpolation lin�eaire par

morceaux

Une autre m�ethode pour suivre des

chemins homotopiques est connue sous

le nom d'interpolation lin�eaire par mor-

ceaux. En informatique graphique, une

variante de cette m�ethode a �et�e utilis�ee

par Dobkin et al [DLTW90] pour tracer

des courbes dans IR

n

.

Dans IR

2

cette m�ethode est tr�es

simple. Pour tracer la courbe homoto-

pique H(t; x) = 0, IR

2

est d�ecoup�e en

triangles de cot�e �. Supposons qu'un pre-

mier triangle ABC travers�e par H soit

connu: H entre par le cot�e AB et res-

sort par AC si H(A) > 0, H(B) < 0,

et H(C) < 0, ou l'oppos�e. Alors le pro-

chain triangle coup�e par H est ACB

0

, o�u

B

0

= A � B + C est le sym�etrique de B

par rapport �a AC. Dans ABC, H est ap-

proch�e par l'unique application lin�eaire

L(t; x) de IR

2

dans IR telle que L(A) =

H(A), L(B) = H(B) et L(C) = H(C).

La courbe dans ABC est approch�ee par

le segment fL(x; y) = 0g \ABC.

Dans IR

n+1

l'espace est decoup�e en

\hyper t�etra�edres" (ou simplexes). Sup-

posons que l'on connaisse un premier

simplexe T travers�e par la courbe homo-

topique, supposons aussi que les valeurs

des n fonctions d�e�nissant H soient dis-

ponibles aux sommets de T , elles d�e�nis-

sent une application lin�eaire L de IR

n+1

dans IR

n

. Dans T , on approche H par

L et la courbe homotopique par le seg-

ment fL(t; x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = 0g \ T . On

en d�eduit l'hyperfacette de T par laquelle

cette courbe le quitte, et on suit le che-

min homotopique dans le simplexe voisin

correspondant.

2.3.4 Une m�ethode homotopique

restreinte

Parfois,

en mod�elisation par contraintes, une m�e-

thode restreinte de suivi homotopique

est utilis�ee [Ver90]: supposons qu'une

premi�ere solution X

0

d'un syst�eme de

contraintes c

0

soit connue, mais que la

valeur d'un param�etre p 2 IR (une lon-

6



gueur, un angle, un rayon,: : : ) doive être

chang�ee de, disons, p

0

en p

1

. Il est pra-

tique de voir le syst�eme de contraintes

c comme une fonction de p: c = C(P )

et donc c

0

= C(p

0

), et de r�esoudre alors

c

1

= C(p

1

). Lorsqu'on essaie de r�esoudre

directement C(p

1

) par Newton-Raphson

avec X

0

comme valeur initiale, il existe

un risque de divergence. Une id�ee natu-

relle est de commencer par r�esoudre, par

exemple, C(0; 9p

0

+ 0; 1p

1

) pour obtenir

X

0;1

en utilisant une des variantes de la

m�ethode de Newton-Raphson, puis, par-

tant de X

0;1

, r�esoudre C(0; 8p

0

+ 0; 2p

1

)

pour obtenir X

0;2

,... Jusqu'�a obtenir la

solution X

1

de C(p

1

) = 0. On peut bien

sûr g�en�eraliser �a un nombre quelconque

de pas, ainsi qu'un nombre quelconque

de param�etres. Il s'agit en fait d'une va-

riante na��ve de l'homotopie montante.

Cette m�ethode est fortement limi-

t�ee: elle fonctionne seulement lorsque la

courbe �a suivre n'a pas de coude, et on

peut trouver des coudes même dans des

exemples tr�es simples. L'homotopiemon-

tante n'est pertinente que dans le cadre

des nombres complexes, en utilisant en

plus une perturbation pour �eliminer les

points de bifurcation.

2.4 Bassins d'attraction

Un bassin d'attraction pour l'homoto-

pie est un ensemble connexe de points

S 2 IR

n

donnant la même solution (t =

1; X

1

), ou pas de solution, quand l'ho-

motopie est appliqu�ee avec comme point

de d�epart (t = 0; S). Deux bassins voi-

sins sont s�epar�es par des branches me-

nant �a des points de bifurcation. Ces

derniers sont solutions du syst�eme al-

g�ebrique en n + 1 equations et incon-

nues H(t;X) = det(H

X

0

(t;X)) = 0

qui est un ensemble alg�ebrique (si G

est alg�ebrique). La projection sur l'hy-

perplan d'�equation t = 0 donne alors

un ensemble semi-alg�ebrique. Le lecteur

peut ais�ement v�eri�er que sur l'exemple

de la �gure 3 les fronti�eres entre les

bassins sont constitu�ees par des demi-

droites d'�equation y = 0, et y = �x

p

3.

Il est bien connu que les bassins d'at-

traction de Newton-Raphson sont frac-

tals (voir �gure 3 par exemple), c'est ce

qui explique le comportement chaotique

de cette m�ethode. Au contraire les bas-

sins plus lisses de l'homotopie impliquent

un comportement plus sympathique.

2.5 Homotopie

sous-contrainte

Pour qu'un modeleur sous contraintes

soit r�eellement convivial et interactif

il doit aussi pouvoir r�esoudre les sys-

t�emes sous-contraints, et pas seulement

les bien-contraints. Mais s'il y a n incon-

nues (sans t) et u �equations manquantes,

alors H(t;X) = 0 ne d�ecrit plus une

courbe dans IR

n+1

mais une hypersur-

face de dimension u + 1. La proc�edure

est maintenant la suivante: au point ini-

tial M

0

= (0; S) on projette le vecteur

V = (t = 1; x

1

= x

2

= : : : = x

n

= 0)

sur l'espace tangent �a cette hypersurface

pour trouver T

0

; le point pr�edit est alors

M

0

+ �T

0

=jT

0

j et une �etape de correction

nous donne M

1

. Au point M

k

; (k > 0)

on projette le pr�ec�edent vecteur tangent

T

k�1

sur l'espace tangent de H(M

k

) = 0

pour obtenir le vecteur tangent T

k

et on

pr�edit le point M

k

+ �T

k

. On suit en fait

(aux erreurs d'�echantillonnage et d'im-

pr�ecision num�erique pr�es) la courbe g�eo-

d�esique ayant un vecteur tangent mon-

tant T

0

au point (0; S). L'homotopie

ainsi d�e�nie poss�ede un comportement

intuitif: supposons, par exemple, qu'un

point P doive appartenir �a une droite

donn�ee L, mais que le point donn�e ini-

tialement P

0

n'y appartienne pas: l'utili-

sateur voit alors le point s'approcher de

la droite en suivant le plus court chemin.

Une

autre possibilit�e, que nous n'avons pas

essay�ee, est de projeter le vecteur mon-

tant V sur l'espace tangent �aH(M

k

) = 0

�a chaque pas. Il y a cependant un pro-

bl�eme lorsque det(H

X

0

(M

k

)) = 0, c'est

�a dire lorsque l'on se trouve sur un apex

local de H.

2.6 Solutions �a l'in�ni

Les solutions �a l'in�ni (par exemple le

syst�eme xy = 1, y = 0 a comme so-

lution x = �1) posent un probl�eme
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lors de l'application de m�ethodes ho-

motopiques, puisque les chemins vers

ces solutions sont de longueur in�nie.

Nous n'avons jamais rencontr�e ce pro-

bl�eme lors de nos exp�erimentations, ce-

pendant il est facilement r�esolu par l'ho-

mog�en�eisation du syst�eme. Supposons

par exemple que les inconnues soient les

coordonn�ees (x; y) d'un certain point. Il

su�t d'utiliser les coordonn�ees homo-

g�enes (X;Y;H) pour ce point, en po-

sant: xH = X, yH = Y . On transforme

ensuite les contraintes g

i

(x; y) = 0 en

G

i

(X;Y;H) = H

deg(g

i

)

g

i

(X=H; Y=H) =

0. On ajoute une nouvelle contrainte,

telle que: X

2

+ Y

2

+ H

2

= 1. Et en-

�n on r�esout: toutes les solutions du sys-

t�eme homog�ene sont �nies. Sur l'exemple

pr�ec�edent, le syst�eme homog�en�eis�e est:

XY = H

2

, Y = 0, X

2

+ Y

2

+ H

2

= 1,

on trouve comme solution: X = �1,

Y = H = 0. Pour plus de d�etails voir

[AG93, Mor86].

3 Un modeleur par

contraintes 2D

3.1 Description

Nous avons implant�e, en Lelisp, un

modeleur 2D exp�erimental pour compa-

rer les comportements respectifs de l'ho-

motopie et de la m�ethode de Newton-

Raphson. L'utilisateur cr�ee des points,

segments, cercles,: : :de mani�ere interac-

tive comme dans MacDraw ou X�g. Il

peut ensuite sp�eci�er des contraintes.

Certaines sont pr�ed�e�nies: distance ou

angle entre �el�ements, relations de tan-

gence ou d'incidence. Mais on peut aussi

sp�eci�er ses propres contraintes en don-

nant explicitement une formule alg�e-

brique. Les coordonn�ees peuvent être d�e-

clar�ees commemodi�ables ou non: le mo-

deleur ne peut changer que les coordon-

n�ees modi�ables, qui sont les inconnues

dont la valeur va être utilis�ee au d�epart

de la r�esolution. L'utilisateur peut appe-

ler la r�esolution du syst�eme par Newton-

Raphson, ou par homotopie. Ces deux

m�ethodes acceptent que les syst�emes �a

r�esoudre soient bien- ou sous-contraints:

l'utilisateur peut donc ajouter incr�emen-

talement des contraintes et r�esoudre.

Pour l'instant le modeleur consid�ere les

syst�emes sur-contraints comme des er-

reurs de l'utilisateur, et lui donne un

avertissement.

Lorsque la r�esolution par Newton-

Raphson �echoue, ou donne une solu-

tion non voulue, l'utilisateur r�ecup�ere

l'�etat pr�ec�edent et utilise l'homotopie.

G�en�eralement le fonctionnement est bien

meilleur. Parfois pourtant l'homotopie

peut converger vers une solution que

l'on ne d�esire pas, mais le comportement

tr�es compr�ehensible de l'homotopie, que

l'utilisateur peut observer puisque les

�etapes interm�ediaires de la r�esolution

sont a�ch�ees, permet de se rendre faci-

lement compte du probl�eme et de le cor-

riger. Par exemple si un cercle passe du

mauvais cot�e d'une droite durant la r�e-

solution, l'utilisateur interrompt le pro-

cessus (ou attend sa �n), r�etablit l'�etat

pr�ec�edent, d�eplace le cercle ou la droite,

et en�n appelle �a nouveau la r�esolution:

�ca marche!

Dans nos premi�eres exp�eriences l'ho-

motopie fonctionnait pratiquement tou-

jours du premier coup, puis les rat�es

se sont faits de plus en plus fr�equents.

La raison en est que, voyant l'homoto-

pie fonctionner si bien, nous devenions

de plus en plus paresseux, et donnions

des \approximations" initiales de plus en

plus eloign�ees de la solution d�esir�ee.

Nous n'avons jamais rencontr�e de

points de bifurcation, sauf lorsque nous

le faisons �a dessein pour tester le logi-

ciel. Typiquement ces situations se pro-

duisent lorsqu'il y a plusieurs solutions

sym�etriques, et que la donn�ee de d�e-

part comporte la même sym�etrie. Par

exemple si un point P poss�ede deux so-

lutions sym�etriques P

1

et P

2

relative-

ment �a une droite L, et si le point P

initial se trouve sur L, alors l'homoto-

pie ne peut \choisir" entre deux chemins

sym�etriques, un menant �a P

1

et l'autre

�a P

2

: la donn�ee initiale est elle même un

point de bifurcation. Une l�eg�ere pertur-

bation au d�epart est su�sante pour bri-

ser la sym�etrie et supprimer le point de

bifurcation.
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3.2 Probl�emes ouverts

Contrôle: Quand un syst�eme n'a pas

de solution, cela se voit facilement (en

supposant que l'on soit en coordonn�ees

homog�enes pour tenir compte des solu-

tions �a l'in�ni): l'homotopie boucle. Bien

que probablement faisable, la d�etection

automatique des bouclages n'est pas en-

core implant�ee, l'utilisateur doit inter-

rompre de lui même le processus in�ni

(son travail n'est pas perdu!).

Diagnostique et d�ecomposition:

Notre modeleur fournit d�ej�a certains

outils pour diagnostiquer les syst�emes

de contraintes: reconnaissance des in-

connues sous-, sur- et bien-contraintes

[AAJM93] et de la rigidit�e (comme dans

[Hen92] par exemple). Ces outils sont es-

sentiels pour aider l'utilisateur �a \d�ever-

miner" un syst�eme de contraintes com-

plexe. De plus ils permettent de d�ecom-

poser les grands syst�emes de contraintes

en plusieurs petits, et donc d'acc�el�erer la

r�esolution. L'homotopie, tout comme la

m�ethode de Newton-Raphson, est com-

patible avec de telles m�ethodes de d�e-

composition. Cependant, ces derni�eres

ne sont pas encore disponibles dans l'im-

plantation actuelle.

Vitesse: Notre implantation de l'ho-

motopie n'est pas aussi rapide qu'elle

pourrait l'être (même si la r�esolution

des contraintes reste bien plus rapide

que leur sp�eci�cation interactive), sur-

tout avec plus d'une cinquantaine d'in-

connues. Notre but premier �etait de

v�eri�er la pertinence de l'homotopie,

pas sa vitesse. La lenteur de notre im-

plantation n'est donc pas signi�cative.

Plus int�eressant est le nombre d'�etapes

de pr�ediction-correction e�ectu�ees en

moyenne: le plus souvent une vingtaine

su�sent, mais 60 ou 70 peuvent être n�e-

cessaires lorsque le chemin suivi passe

�a proximit�e d'un autre, ie �a des quasi

points de bifurcation (voir �gure 4). En

moyenne, dans la pratique, l'homotopie

est environ 20 fois plus lente que la m�e-

thode de la s�ecante utilis�ee �a chaque

�etape.

Impr�ecision:En regardant attentive-

ment les bassins d'attractions de la �gure

3 on peut remarquer quelques petites er-

reurs le long des fronti�eres. Id�ealement

les fronti�eres entre bassins devraient être

des demi-droites sur cet exemple. Ce pro-

bl�eme est surtout dû �a des ph�enom�enes

d'impr�ecision num�erique. Dans certains

domaines ce genre de probl�emes est un

inconv�enient s�erieux �a l'utilisation de

l'homotopie, car la confusion entre che-

mins tr�es proches (mais distincts) peut

conduire �a des incoh�erences logiques ou

topologiques. Cependant, pour notre ap-

plication, et dans une utilisation interac-

tive, ce n'est pas un probl�eme grave.

Equation non alg�ebriques: L'ho-

motopie n'est pour le moment utilis�ee

qu'avec des contraintes alg�ebriques. Elle

peut de la même mani�ere fonctionner

avec des �equations transcendantes.

In�equations: L'homotopie ne permet

normallement de r�esoudre que les sys-

t�emes �a base d'�equations, pas d'in�equa-

tions. Il reste cependant toujours la pos-

sibilit�e de transformer les in�equations

en �equations en appliquant le sch�ema

suivant : supposons que l'on veuille r�e-

soudre f(X) � 0, ceci peut aussi s'�ecrire

f(X) � a

2

= 0 o�u a est une incon-

nue r�eelle auxiliaire. Nous savons d�ej�a

comment r�esoudre les syst�emes sous-

contraints induits par ce genre de ma-

nipulation. Cette astuce fonctionne bien,

cependant, �a cause de l'impr�ecision inh�e-

rente aux m�ethodes num�eriques, il n'est

pas possible de faire la distinction entre

f(X) � 0 et f(X) > 0.

4 Conclusion

Nous sommes convaincus que l'homo-

topie sera bientôt populaire parmi les

modeleurs g�eom�etriques par contraintes,

et même parmi les descendants de Mac-

Draw ou X�g. Elle n'est pas r�eellement

di�cile �a implanter, son comportement

est plus pr�evisible, plus intuitif que ce-

lui de Newton-Raphson. En�n elle est

compatible avec une utilisation interac-

tive et les m�ethodes de d�ecomposition.

Comme exemple nous avons implant�e un

modeleur exp�erimental 2D, mais l'homo-

topie (comme la m�ethode de Newton-

Raphson) s'applique aussi �a la mod�eli-

sation 3D.
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